CHÖÔNG I: TÍCH PHAÂN BOÄI BA
BAØI 1 :TÍCH PHAÂN BOÄI BA

1.Khaùi nieäm tích phaân boäi ba 
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Ñöôïc goïi laø toång tích phaân cuûa haøm f(x,y,z) trong mieàn V 
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Neáu tích phaân treân toàn taïi, ta noùi raèng haøm soá f(x,y,z) khả tích trong mieàn V.
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Ta thöøa nhaän raèng neáu haøm soá f(x,y,z)lieân tuïc trong mieàn bò chaën ñoùng V thì noù khaû tích trong mieàn aáy. Neáu f(x,y,z) laø khoái löôïng rieâng cuûa vaät theå V thì tích phaân treân cho ta khoái löôïng cuûa vaät theå aáy.
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°Chuù thích : Ta coù theå chia mieàn V bôûi ba hoï maët phaúng song 

song vôùi caùc maët toaï ñoä ( hình 1.1). Do ñoù dv=dx.dy.dz ,vaø 
coù theå vieát
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2.Caùch tính tích phaân boäi ba trong heä toïa ñoä ñeà caùc :

Neáu mieàn V giôùi haïn bôûi caùc maët z = z1(x,y),  z = z2(x,y) 

trong ñoù z = z1(x,y), z = z2(x,y) laø nhöõng haøm soá lieân 
tuïc trong mieàn D, D laø hình chieáu cuûa mieàn V leân maët phaúng oxy (hình 2.1)
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Neáu D ñöôïc giôùi haïn bôûi caùc ñöôøng y=y1(x), y=y2 (x), trong ñoù 

y1(x), y2 (x) laø nhöõng haøm lieân tuïc treân ñoaïn [a; b].Ta ñöôïc
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1-x-y (hình 2.2)
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3.Phöông phaùp ñoåi bieán trong tích phaân boäi ba:

a.Coâng thöùc ñoåi bieán soá :

Xeùt 
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Trong ñoù f(x,y,z)lieân tuïc trong V

Ta thöïc hieän ñoåi bieán soá 
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[image: image36.wmf]Giaû söû raèng :

1) x= x(u,v,w), y= y(u,v,w), z= z(u,v,w) laø nhöõng haøm soá lieân tuïc cuøng vôùi caùc ñaïo haøm rieâng caáp moät cuûa chuùng trong moät mieàn ñoùng V cuûakhoâng gian ouvw.

2) Coâng thöùc (3.1) xaùc ñònh moät song aùnh töø mieàn V’ leân mieàn V cuûa khoâng gian oxyz
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Trong mieàn V’ 


Khi ñoù 
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b.Tính tích phaân boäi ba trong heä toïa ñoä trụ :

Toïa ñoä truï cuûa moät ñieåm M(x,y,z)trong khoâng gian oxyz laø boä ba soá (r,
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)laø toïa ñoä cöïc cuûa ñieåm M’(x,y), hình chieáu cuûa ñieåm M leân maët phaúng oxy (hình 3.b.1). Vôùi moïi ñieåm cuûa khoâng gian ta coù : r
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Coâng thöùc lieân heä giöõa toïa ñoä ñeà caùc (x,y,z) vaø toïa ñoï truï (r,
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Ví duï : Tính 
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Trong ñoù D laø mieàn giôùi haïn bôûi caùc ñöôøng 
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c.Tính tích phaân boäi ba trong heä toïa ñoä caàu :



Toïa ñoä caàu cuûa ñieåm M(x,y,z) trong oxyz laø boä ba soá (r,
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Vôùi mỗi ñieåm M (x,y,z) ta coù 0
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Neáu r > 0 ,
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Ñònh thöùc jacobi laø :
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Ví duï :Tính 
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Mieàn V’ ñöôïc xaùc ñònh bôûi 1
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4.Trong taâm vaät theå :


Cho vaät theå V trong khoâng gian oxyz. Neáu khoái löôïng rieâng cuûa vaät theå taïi M(x,y,z) laø 
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Toïa ñoä troïng taâm G cuûa vaät theå ñöôïc cho bieát 
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Neáu vaät theå ñoàng nhaát thì 
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Trong ñoù ta cuõng kyù hieäu V laø theå tích cuûa vaät theå V
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BAØI 2: TÍCH PHAÂN MAËT

I. Tích phaân maët loaïi I:

1. Ñònh nghóa:

Cho moät maët cong S vaø moät haøm soá f(M) = f(x,y,z) xaùc ñònh treân S : Chia S thaønh n maûnh nhoû, goïi teân vaø caû dieän tích cuûa caùc maûnh aáy laø 
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Tích phaân maët loaïi moät coù tính chaát gioáng nhö tích phaân keùp
2. Caùch tính:

Giaû söû S ñöôïc cho bôûi phöông trình Z = Z (x,y), trong ñoù Z(x,y) laø moät haøm soá lieân tuïc, coù ñaïo haøm rieâng p = Z/x (x,y) , q = Z/y(x,y) lieân tuïc trong mieàn ñoùng giôùi noäi D, hình chieáu cuûa S leân maët phaúng Oxy. Haøm soá f(x,y,z) lieân tuïc treân maët S. Ta coù 
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3. Troïng taâm cuûa maët :

Neáu khoái löôïng rieâng cuûa S taïi ñieåm M(x,y,z) laø 
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II/Tích phaân maët loaïi hai:

1. Ñònh nghóa:

· Cho maët phaúng S , taïi moãi ñieåm chính quy cuûa S, coù hai veùt tô phaùp ñôn vò 
[image: image147.wmf]n

 vaø 
[image: image148.wmf]'

n

 = -
[image: image149.wmf]n

. Neáu coù theå choïn ñöôïc taïi moãi ñieåm M cuûa S moät vec tô phaùp ñôn vò 
[image: image150.wmf]n

sao cho 
[image: image151.wmf]n

r

bieán thieân lieân tuïc treân S, ta noùi raèng maët S ñònh höôùng ñöôïc vaø höôùng cuûa S ñöôïc xaùc ñònh bôûi höôùng cuûa 
[image: image152.wmf]n


· Ta noùi raèng trong mieàn V 
[image: image153.wmf]Ì

   R3 xaùc ñònh moät tröôøng vetô neáu öùng vôùi moãi ñieåm M (x, y,  z)
[image: image154.wmf]Î

V  coù vectô  
[image: image155.wmf]F

r

(M) xaùc ñònh goùc taïi M, vôùi caùc toaï ñoä P(M), Q(M), R(M), laø nhöõng haøm soá cuûa M.

· Giaû söû trong V cho moät maët ñònh höôùng S vôùi 
[image: image156.wmf]n

 laø vec tô phaùp ñôn vò. Neáâu 
[image: image157.wmf]F

khoâng ñoåi , S laø moät mieàn phaúng ñònh höôùng coù dieän tích kyù hieäu laø S, ngöôøi ta goïi thoâng löôïng 
[image: image158.wmf]f

 cuûa tröôøng vec tô 
[image: image159.wmf]F

r

 qua maët S laø tích



[image: image160.wmf]f


= S 
[image: image161.wmf]F

. Cos (
[image: image162.wmf]n

,
[image: image163.wmf]F

) = S. (
[image: image164.wmf]F

,
[image: image165.wmf]n

)


Neáu 
[image: image166.wmf]V

 laø vaän toác cuûa chaát loûng coù maät ñoä
[image: image167.wmf]r

 chaûy qua maët S thì  
[image: image168.wmf]f

 cuûa tröôøng vec tô 
[image: image169.wmf]F

 = 
[image: image170.wmf]r


[image: image171.wmf]V

 bieåu thò khoái löôïng cuûa chaát loûng chaûy qua S trong moät ñôn vò thôøi gian


Giaû söû tröôøng Vectô 
[image: image172.wmf]F

(M) bieán thieân lieân tuïc trong V haõy tính thoâng löôïng 
[image: image173.wmf]f

 cuûa    
[image: image174.wmf]F

(M) qua maët ñònh höôùng S. Ta chia S thaønh n maûnh nhoû goïi teân vaø caû dieän tích cuûa nhöõng maûnh aáy laø 
[image: image175.wmf]1

S

D

, 
[image: image176.wmf]2

S

D

, …. 
[image: image177.wmf]n

S

D

. Neáu 
[image: image178.wmf]1

S

D

 coù ñöôøng kính khaù nhoû coù theå coi 
[image: image179.wmf]F

(M) khoâng ñoåi treân maûnh aáy vaø baèng 
[image: image180.wmf]F

(Mi), Mi (
[image: image181.wmf]i

i

i

z

h

x

,

,

). Ta coù:



[image: image182.wmf]i

i

i

i

i

n

i

i

i

S

M

R

M

Q

M

P

D

+

+

=

å

=

]

cos

)

(

cos

)

(

cos

)

(

[

1

g

b

a

f



[image: image183.wmf])

),

(

(

ox

M

n

i

i

=

a

, 
[image: image184.wmf])

),

(

(

oy

M

n

i

i

=

b

, 
[image: image185.wmf])

),

(

(

oz

M

n

i

i

=

g



Neáu n ->
[image: image186.wmf]¥

sao cho max di ->0, di laø ñöôøng kính cuûa 
[image: image187.wmf]1

S

D

 , maø toång beân phaûi cuûa heä thöùc treân daàn tôùi moät giôùi haïn xaõc ñònh I khoâng phuï thuoäc vaøo caùch chia mieàn S vaø caùch laáy ñieåm Mi treân 
[image: image188.wmf]1

S

D

. Thì I ñöôïc goïi laø thoâng löôïng cuûa F(M) qua maët S. trong toaùn hoïc giôùi haïn aáy goïi laø tích phaân maët loaïi hai cuûa caùc haøm soá P(x,y,z), Q(x,y,z) R(x,y,z) treân maët S vaø ñöôïc kyù hieäu laø


[image: image189.wmf]ds

z

y

x

R

z

y

x

Q

s

z

y

x

P

]

cos

)

,

,

(

cos

)

,

,

(

cos

)

,

,

(

[

g

b

a

+

+

òò

(2.1)

goïi 
[image: image190.wmf]xy

i

)

(

d

D

,
[image: image191.wmf]yz

i

)

(

d

D

,
[image: image192.wmf]zx

i

)

(

d

D

 


theo thöù töï laø hình chieáu cuûa  
[image: image193.wmf]1

S

D

 leân caùc maët phaúng Oxy, Oyz, Ozx, ta coù: 




[image: image194.wmf]xy

)

(

1

d

D

= ∆Si cos (i  ,  
[image: image195.wmf]yz

i

)

(

d

D

= ∆Si cos (i  , 
[image: image196.wmf]zx

i

)

(

d

D

= ∆Si cos(i

Do ñoù, tích phaân maët (2.1) coøn coù theå kyù hieäu laø:
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         (2.2)

Neáu ñổi höôùng maët S thì tích phaân maët loaïi 2 (2.2) ñoåi daáu.


Tích phaân maët loaïi 2 coù tính chaát töông töï nhö tích phaân keùp
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2. Caùch tính:

Ñöa veà tích phaân keùp. Chaúng haïn xeùt tích phaân maët 
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Cuõng tính töông töï


Ví duï 1:  Tính I = 
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 S laø phía ngoaøi cuûa maët caàu x2 + y2 + z2 = R2
Vì phöông trình maët caàu vaø bieåu thöùc döôùi daáu tích phaân laø khoâng ñoåi khi ta hoaùn vò voøng quanh x, y, z neân ta coù:


[image: image208.wmf]òò

òò

òò

=

=

s

s

s

zdxdy

ydxdz

xdydz






do ñoù: I=3
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Trong ñoù:
 S1 laø nöõa maët caàu coù phöông trình z= 
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S2 laø nöõa maët caàu coù phöông trình z= -
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Vì vectô phaùp tuyeán cuûa nöõa maët caàu treân laøm vôùi oz moät goùc nhoïn, vec tô phaùp tuyeán của nửa maët caàu döôùi laøm vôùi oz goùc tuø, neân I = 6
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3. Coâng thöùc Stokes
Giaû söû S laø moät maët ñònh höôùng trôn töøng maûnh, bieân cuûa noù laø moät ñöôøng cong kính L trôn töøng khuùc. Neáu caùc haøm soá P(x,y,z), Q(x,y,z) R(x,y,z) lieân tuïc cuøng vôùi ñaïo haøm rieâng caáp moät cuûa chuùng treân S thì ta coù:
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 Chiều lấy tích phaân treân L ñöôïc choïn sao cho moät ngöôøi ñi doïc theo L theo chieàu aáy nhìn thaáy maët s keà vôùi mình ôû beân traùi.
Ví duï: tính 
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Lôøi giaûi:

Maët phaúng x + y + z = 0 ñi qua goác toaï ñoä 0, neân L laø ñöôøng troøn lôùn cuûa maët caàu x2 + y2 + z2 = a2  AÙp duïng coâng thöùc stoke vôùi S laø maët phaúng  x + y + z = 0 giôùi haïn bôûi L, höôùng veà phía z>0

Ta coù: P=y => P’x = 0, P’y =1
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Chuyeån sang tích phaân maët loaïi moät ta coù z=-x-y => p = -1, q = -1 vaäy cosin chæ höôùng cuûa vecto 
[image: image219.wmf]n

r

 phaùp tuyeán töông öùng cuûa S laø
[image: image220.wmf]3

1

,

3

1

,

3

1

  vì 
[image: image221.wmf]n

r

 laøm vôùi oz moät goùc nhoïn, do ñoù 
I = -
[image: image222.wmf]3



 EMBED Equation.3  [image: image223.wmf]òò

-

=

S

ds

p



 EMBED Equation.3  [image: image224.wmf]3
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4. Ñieàu kieän ñeå tích phaân ñöôøng trong khoâng gian khoâng phuï thuoäc ñöôøng laáy tích phaân.

Giaû söû mieàn ñôn lieân D
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 khoâng phuï thuoäc ñöôøng noái A,B naèm hoaøn toaøn trong D laø:
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(2.4)

Ñieàu kieän (2,4) cũng laø ñieàu kieän caàn vaø ñuû ñeå Pdx + Qdy + Rdz laø vi phaân toaøn phaàn cuûa moät haøm soá u(x,y,z) naøo ñoù . Haøm soá u (z,y,z) aáy ñöôïc cho bôûi coâng thöùc:

U(M)=U(x,y,z)=
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M0 (x0​, y0, z0) laø moät ñieåm naøo ñoù trong D, C laø haèng soá tuyø yù . Neáu mieàn D laø toaøn boä R3 coù theå tính u(x,y,z) bôûi coâng thöùc:
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5. Coâng thöùc Ostrogradsky

Giaû söû V laø moät mieàn gôùi noäi ñoùng trong R3 coù bieân laø moät maët kín, trôn töøng maûnh S. giaû söû P(x,y,z), Q(x,y,z), R(x,y,z) laø ba haøm soá lieân tuïc cuøng vôùi ñaïo haøm rieâng caáp moät  cuûa chuùng trong V. ta coù coâng thöùc Ostrogradsky 
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(tích phaân maët laáy theo phía ngoaøi cuûa maët S)

Heä qua:û Theå tích V cuûa moät vaät theå giôùi haïn bôûi maët cong kín s ñöôïc cho bôûi coâng thöùc:
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Ví duï:

Tính :
I = 
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 ,S laø phía ngoaøi cuûa bieân cuûa vaät theå giôùi haïn bôûi caùc maët z = x2 + y2, x2 + y2 = 1 vaø caùc maët phaúng toaï ñoä (hình veõ)
Lôøi giaûi:

Theo coâng thöùc  Ostrogradsky vôùi: 


 P = xz , Q = x2y  , R = y2z ,  do ñoù
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V laø vaät theå  giôùi haïn bôûi maët S. noù ñöôïc xaùc ñònh bôûi(x,y)
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Baøi taäp

Baøi 1:

A/ Tính I=  
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, s laø phaàn maët phaúng x + 2y + 3z = 6 naèm trong goùc phaàn taùm thöù nhaát

B/ Tính I =
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,S laø phaàn mặt paraboloid hypecbolic z =xy naèm trong maët truï x2 + y2 = 4

C/ Tính I = 
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 , S laø phaàn maët paraboloid z = x2 + y2 naèm trong maët truï      x2 + y2 = 4

Baøi 2:

A/Tính I =
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 ,S laø phía döôùi cuûa hình troøn x2 + y2 ≤ a2 

B/Tính I=
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 ,S laø phía trong cuûa bieân hình töù dieän giôùi haïn bôûi caùc maët phaúng x=0,y=0,z=0 vaø x+y+z=1

Baøi 3:

Tính I=
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, S laø phía ngoaøi cuûa maët caàu x2 + y2 + z2 = R2
Baøi 4:

A/Tính I = 
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Trong ñoù L laø ñöôøng troøn giao tuyeán cuûa maët caàu x2+y2+z2=a2 vaø maët phaúng x+y+z=0

B/Tính I=
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Trong ñoù S laø maët ngoaøi cuûa maët kín taïo bôûi maët truï x2+y2=a2 vaø caùc maët phaúng z=0, z=h (duøng coâng thöùc ostrogradsky) (h>0)
Baøi 5: tính I = 
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S laø phaàn maët phaúng x-y+z=1,naèm trong goùc phaàn taùm thöù IV (x ≥ 0, y ≤ 0, z ≥ 0) vôùi phía ñöôïc choïn laø phía ngoaøi ñoái vôùi töù dieän OABC 0(0;0;0) A(1;0;0), B(0;-1;0), C=(0;0;1)

Baøi taäp chöông I

Baøi 1: Tính tích phaân 

 
[image: image247.wmf]dxdydz

z

y

x

)

(

I

2

2

V

2

+

+

=

òòò

, trong ñoù V ñöôïc giôùi haïn bôûi maët 
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Baøi 2: Tính tích phaân
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, trong ñoù mieàn V ñöôïc giôùi haïn bôûi caùc maët 
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Baøi 3: Tính tích phaân
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Bài 4: Tính tích phân 
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, nếu V là nửa trên của hình cầu x2 + y2 + z2 ≤ R2, z ≥0

Baøi 5: Tính theå tích vaät theå giôùi haïn bôûi caùc maët phaúng x = 0; y = 0; x = 3; y = 1; x + y + z = 4

Baøi 6: Tính theå tích vaät theå naèm trong goùc phaàn taùm thöù nhaát giôùi haïn bôûi caùc maët phaúng 

y + z = 4; z = 0; x = 0 vaø maët truï y = x2
Baøi 7: Tính tích phaân maët  
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S laø phaàn maët phaúng 
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Baøi 8: Tính tích phaân maët 
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, s laø maët ngoaøi cuûa hình caàu xaùc ñònh bôûi 
x2 + y2 + z2 = 1 , x ≥  0, y ≥ 0
Baøi 9: Tính  
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, s laø phía ngoaøi cuûa maët bieân cuûa vaät theå V naèm trong goùc phaàn taùm I gôùi haïn bôûi maët paraboloid x2 + y2 = 1 – 2z vaø caùc maët phaúng toïa ñoä 
CHÖÔNG II : PHÖÔNH TRÌNH VI PHAÂN
Baøi 1 :SOÁ PHÖÙC

Trong taäp caùc soá thöïc R,phöông trình x2 +1=0 (1) voâ nghieäm.Vaäy boå sung theâm soá i thoûa i2 = -1 vaøo R ñeå thaønh laäp moät taäp soá môùi goïi laø taäp soá phöùc,kí hieäu laø C.

Khi ñoù (1)( x2 = -1= i2 (x= i ;x= -i .Vaäy trong C,(1) coù hai nghieäm.

I. Daïng ñaïi soá cuûa soá phöùc : (Daïng chính taéc)
1. Ñònh nghóa


Soá phöùc z laø moät caëp thöù töï hai soá thöïc (x,y).Ta vieát z=(x,y)=x+iy


Daïng x+iy goïi laø daïng chính taéc cuûa soá phöùc, x laø phaàn thöïc,ta vieát x=Re(z),y laø phaàn aûo,ta vieát y=Im(z).Soá phöùc lieân hôïp cuûa z laø 
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Ví duï :
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2. Caùc pheùp toaùn treân daïng ñaïi soá 
Treân daïng ñaïi soá caùc pheùp toaùn coäng,tröø,nhaân,chia,luõy thöøa khai caên baäc n thöïc hieän thoâng thöôøng nhö soá thöïc.Ta löu yù 
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Cho hai soá phöùc 
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a. Pheùp coäng tröø 
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b. Pheùp nhaân vaø chia :
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Ví duï :
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c. Pheùp luõy thöøa

ví duï : 
[image: image289.wmf]i

z

i

z

-

=

+

=

1

,

1

2

1

. Tính 
[image: image290.wmf]10

2

1

÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

z

z



Ta coù : 
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d. Pheùp khai caên 

ví duï : cho z= 3-4i . tính 
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Vaäy:  
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Chuù yù: 
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II. Daïng löôïng giaùc cuûa soá phöùc 
1. Ñònh  nghóa 
     Soá phöùc z=x+iy ñöôïc coi töông öùng vôùi moät ñieåm M(x,y) treân maët phaúng toïa ñoä Oxy. 
Ñaët OM=r 
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Ta coù x= r cos
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Cho hai soá phöùc : 
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2. Caùc pheùp toaùn treân daïng löôïng giaùc 
a. Pheùp nhaân vaø chia 
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Ví duï : 
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b. Pheùp luõy thöøa 
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Baèng pheùp quy naïp ta coù :
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Khi r=1 ta coù coâng thöùc moivre:
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Ví duï : z=1+i thì 
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c. Pheùp khai caên 

kyù hieäu :
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ví duï : tìm 
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Cho n=3 =>
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Vaø cuï theå hôn :
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III : Giaûi phöông trình baäc hai 

Xeùt phöông trình 
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Ví duï : Giaûi phöông trình : 
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BAØI TAÄP

Baøi 1 : Tìm x vaø y thoûa maõn (1+2i)x+(3-5i)y=1-3i

Baøi 2 : Haõy thöïc hieän caùc pheùp tính sau :
       a)
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Baøi 3 :  Haõy tính :

a) 
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Baøi 4: Haõy tính caên baäc hai cuûa caùc soá phöùc :

a) 3 + 4i      ;     b) -15 + 8i

Baøi 5:  Giaûi phöông trình 

a) 
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Baøi 6:  vieát caùc soá phöùc sau ôû daïng löôïng giaùc 

a) 1  ;  b)  -1  ;    c) i   ;     d)    -i     ;   e)1+i   ;     f)  2+
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Baøi 2: PHÖÔNG TRÌNH VI PHAÂN

    Phöông trình vi phaân laø phöông trình coù daïng F(x,y,y’,y”,……………,
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 EMBED Equation.3  [image: image383.wmf])
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)=0 trong ñoù x laø bieán soá ñoäc laäp, y=y(x) laø haøm soá phaûi tìm, y’,y”,…………, 
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Caáp cao nhaát cuûa ñaïo haøm cuûa y coù maët trong phöông trình ñöôïc goïi laø caáp cuûa phöông trình .Chaúng haïn 
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laø phöông trình vi phaân caáp moät, y”+4y=0 laø phöông trình vi phaân caáp hai.

Phöông trình vi phaân ñöôïc goïi laø tuyeán tính neáu F laø baäc nhaát ñoái vôùi y,y’,…………, 
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Daïng toång quaát cuûa phöông trình vi phaân caáp n laø  :
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Trong ñoù 
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 laø nhöõng haøm soá cho tröôùc 

Nghieäm cuûa phöông trình vi phaân laø moïi haøm soá thoaû maõn phöông trình aáy.

Giaûi phöông trình vi phaân laø tìm taát caû caùc nghieäm cuûa noù.Veà maët hình hoïc moãi nghieäm cuûa phöông trình vi phaân xaùc ñònh moät ñöôøng goïi laø ñöôøng tích phaân cuûa phöông trình, caùc ñöôøng aáy xaùc ñònh bôûi phöông trình y= f(x) , hoaëc 
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 hoaëc bôûi phöông trình tham soá x= x(t) , y=y(t) 

Trong giaùo trình naøy ta chæ xeùt phöông trình caáp 1 vaø caáp 2. 

Baøi 3 : PHÖÔNG TRÌNH VI PHAÂN CAÁP MOÄT

I: Ñaïi cöông veà phöông trình vi phaân caáp moät 

· Daïng toång quaùt F(x,y,y’)=0 . Neáu giaûi ñöôïc phöông trình aáy ñoái vôùi y’ phöông trình seõ coù daïng y’=f(x,y)

· Ñònh lyù : (söï toàn taïi duy nhaát nghieäm ). Cho phöông trình vi phaân caáp moät y’=f(x,y)



Giaû söû f(x,y) lieân tuïc trong mieàn D naøo ñoù cuûa maët phaúng Oxy vaø gaûi söû 
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· Nghieäm toång quaùt cuûa phöông trình vi phaân caáp moät y’=f(x,y) laø haøm soá y=
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(x,c),trong ñoù        C laø moät haèng soá tuyø yù , thoaû maõn ñieàu kieän sau.

· Noù thoaû maõn phöông trình vi phaân vôùi moïi C 

· Vôùi 
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 ôû caùc ñieàu kieän treân cuûa ñònh lyù ñöôïc thoaû maõn coù theå tìm ñöôïc moät giaù trò        C =
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(x,Co) thoaû maõn ñieàu kieän ban ñaàu 
[image: image399.wmf]0

y

  

0

 x

x 

y

=

=


y= 
[image: image400.wmf])

,

(

0

c

x

j

, ñöôïc goïi laø nghieäm rieâng cuûa phöông trình. Tích phaân toång quaùt laø 
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maø ta ñöôïc baèng caùch cho c trong tích phaân toång quaùt laáy giaù trò co ñöôïc goïi laø tích phaân rieâng. 
II:Phöông trình khuyeát 
1. Phöông trình khuyeát y : F(x,y’)=0

· Ba tröôøng hôïp thöôøng gaëp laø :

· Tìm ñöôïc y’ : y’= f(x) => y=
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 (F(x) laø moät nguyeân haøm cuûa f(x))

· Giaûi ra ñöôïc x : x= f(y’) .Ñaët y’ = t => x = f(t) => dx = f’(t)dt, dy = tdx = tf’(t)dt, do ñoù 

y=
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trong ñoù F(t) laø moät nguyeân haøm cuûa f(t). Ta ñöôïc phöông trình tham soá cuûa ñöôøng tích phaân :

x= f(t),y=t.f(t) -F(t)+c

Ví duï : Giaûi phöông trình x=
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Ñaët y’= t => x=
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dy= y’dx= t(2t+1)dt= (2
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 phöông trình tham soá cuûa ñöôøng tích phaân laø: x=
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· Phöông trình coù theå tham soá hoaù : x= f(t), y’= g(t). Ta coù dy= y’dx= g(t)f’(t).dt, do ñoù y=
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 , trong ñoù h(t)laø moät nghuyeân haøm cuûa g(t).f’(t) , ta ñöôïc phöông trình tham soá cuûa ñöôøng tích phaân .

2.Phöông trình khuyeát x : F(y, y’)= 0

Ba tröôøng hôïp thöôøng gaëp laø :

· Phöông trình daïng : y’=f(y) 
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, trong ñoù F(y) laø moät nguyeân haøm cuûa 
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· Phöông trình daïng : y=f(y’). Ñaët y’= t
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 y = f(t)
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 dy = f’(t)dt, maët khaùc do dy = tdx vaäy dx=
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, F(t) laø moät nguyeân haøm cuûa 
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ta ñöôïc moät phöông trình tham soá cuûa ñöôøng tích phaân .

· Phöông trình tham soá hoaù cuûa F(y, y’) = 0 döôùi daïng y = f(t), y’= g(t). Ta coù dy = f’(t)dt = g(t).dx 
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Ví duï : Giaûi phöông trình 
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Ñaët y= sint, y’= cost ; 
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dy = cost, dt= cost.dx  . Coù hai tröôøng hôïp:
°Neáu cost 
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0 thì dt = dx 
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 t= x+c, y=sin(x+c) ñoù laø nghieäm toång quaùt .

°Neáu cos t=0 
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t=(2k+1)
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. Hai nghieäm naøy khoâng naèm trong hoï nghieäm toång quaùt, ñoù laø hai nghieäm kyø dò.
III :Phöông trình vôùi bieán soá phaân ly 
Ñoù laø phöông trình coù daïng f(x)dx= g(y)dy
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[image: image433.wmf]Þ

F(x)=G(y)+c

Trong ñoù F(x) laø moät nguyeân haøm cuûa f(x), G(y) laø moät nguyeân haøm cuûa g(y).
Ví duï :  Giaûi phöông trình y(1+x)dx + (1-y)xdy= 0

      Neáu x
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 ñoù laø tích phaân toång quaùt cuûa phöông trình 
Deã thaáy x=0, y=0 cuõng thoaû maõn phöông trình, chuùng bieåu dieån hai ñöôøng tích phaân kyø dò 
Chuù yù : caùc phöông trình y’=f(x), y’=f(y) cuõng laø phöông trình vôùi bieán soá phaân ly.

IV : Phöông trình thuaàn nhaát 
Daïng toång quaùt y’= f
[image: image438.wmf]÷

ø

ö

ç

è

æ

x

y


Ñaët y= ux , trong ñoù u laø moät haøm soá cuûa x. 
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y’=u+u’x=f(u) 
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Vaäy nghieäm toång quaùt laø 
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Neáu f(u) = u thì phöông trình y’= f
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Vi duï 1: Tìm nghieämrieâng cuûa phöông trình 
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 y= 2xarctgxc1 
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Vi duï 2 : Giaûi phöông trình :
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V. Phöông trình tuyeán tính. 

 Ñoù laø phöông trình coù daïng y’+ p(x)y= q(x).p(x);( q(x)lieân tuïc ) phöông trình tuyeán tính goïi laø thuaàn nhaát neáu q(x)= 0, laø khoâng thuaàn nhaát neáu q(x)
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Y= 0 cuõng laø nghieäm cuûa phöông trình vaø laø nghieäm rieâng öùng vôùi c = 0
· Xem c laø moät haøm soá, tìm c ñeå y = 
[image: image482.wmf]()

.

pxdx

ce

-

ò

thoaû maõn y’+ p(x)y = q(x), ta ñöôïc                          c =
[image: image483.wmf]ò

+

ò

k

dx

e

x

q

dx

x

p

)

(

)

(

           (k laø haèng soá tuøy yù)

· Vaäy nghieäm cuûa phöông trình laø :y= k 
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Ví duï : Tìm nghieäm rieâng cuûa phöông trình 
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Baây giôø xem C laø haøm soá cuûa x, theá vaøo phöông trình khoâng thuaàn nhaát ta coù 
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k laø haèng soá tuyø yù. Vaäy nghieäm toång quaùt cuûa phöông trình khoâng thuaàn nhaát laø y=
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VI.Phöông trình Bernoulli.
Ñoù laø phöông trình coù daïng y’+p(x)y=q(x).
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Ví duï : Giaûi phöông trình 
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    Neáu y
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0 chia caû hai veá cuûa phöông trình cho y2 ta ñöôïc : y-2y’+
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Coøn  y= 0 cuõng laø nghieäm cuûa phöông trình, ñoù laø nghieäm kyø dò 

VII:Phöông trình vi phaân toaøn phaàn 
Ñoù laø phöông trình coù daïng P(x,y)dx + Q(x,y)dy= 0  (*)

P(x,y), Q(x,y) lieân tuïc cuøng vôùi caùc ñaïo haøm rieâng caáp moät cuûa chuùng trong moät mieàn ñôn lieân D thoûa maõn 
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Hay: 
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Trong ñoù x0, y0 laø hai soá naøo ñoù . K laø haèng soá tuyø yù . vaäy phöông trình (*) coù theå vieát laø du(x,y)= 0  Tích phaân toång quaùt cuûa noù laø U(x,y)= c trong ñoù U ñöôïc tính theo caùc coâng thöùc (7.1) hay (7.2) c laø haèng soá tuyø yù.

Ví duï : Giải phöông trình [(1+x+y)ex+ey ]dx+(ex+eyx)dy= 0

Ta coù P(x,y) = (1+x+y)ex+ey,Q(x)= ex+xey
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[image: image521.wmf](

)

[

]

(

)

ò

ò

+

+

+

+

+

x

y

y

x

x

k

dy

xe

e

dx

e

x

0

0

1

1


= xex + x + ex y+xey – x+k = (x+y)ex +xey+k

Tích phaân toång quaùt cuûa phöông trình laø (x+y)ex+xey= c

Chuù yù : Giaû söû phöông trình P(x,y)dx + Q(x,y)dy= 0, khoâng phaûi laø phöông trình vi phaân toaøn phaàn . Neáu tìm ñöôïc moät haøm soá 
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(x,y) [P(x,y)dx+Q(x,y)dy]=0 trôû thaønh phöông trình vi phaân toaøn phaàn töùc laø sao cho 
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(x,y) ñöôïc goïi laø thöøa soá tích phaân cuûa phöông trình Pdx + Qdy= 0 . Nghieäm tổng quaùt cuûa phöông trình (*) truøng vôùi nghieäm cuûa phöông trình P(x,y)dx +Q(x,y)dy= 0 

BAØI TAÄP

Baøi taäp 1 : Giaûi phöông trình vi phaân caáp moät (xy2+y2)dx + (x2-x2y)dy = 0.
Baøi taäp 2 : Tìm nghieäm rieâng cuûa phöông trình vi phaân caáp moät  y+y/cotgx = 0 thoaû maõn ñieàu kieän 
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Baøi taäp 3 : Tìm nghieäm rieâng cuûa phöông trình vi phaân caáp moät y’=
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Baøi taäp 4 : Giaûi phöông trình vi phaân caáp moät (7x2 - 2xy + 6y2)dx + (x2 -4xy)dy = 0.
Baøi taäp 5 : Tìm nghieäm toâng quaùt cuûa phöông trình vi phaân caáp moät y’-
[image: image530.wmf](
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Baøi taäp 6 : Tìm nghieäm rieâng cuûa phöông trình vi phaân caáp moät ydx-(3x+1+lny)dy=0 thoaû maõn 
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Baøi taäp 7 : Tìm nghieäm rieâng cuûa phöông trình vi phaân caáp moät x2y2y’+xy3=1 thoaû maõn 
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Baøi taäp 8 : Giaûi phöông trình vi phaân caáp moät xdx=
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Baøi taäp 9 : Giaûi phöông trình vi phaân caáp moät 
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Baøi taäp 10 : Tìm nghieäm rieâng cuûa phöông trình vi phaân caáp moät (2x+yexy)dx+(1+exyx)dy=0
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Baøi taäp 11 : Tìm nghieäm rieâng cuûa caùc phöông trình sau
a) xy2y’ = x – 2, (x ≠ 0), thỏa mãn 
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b) xyy’ = 1 – x2, (x ≠ 0), thỏa mãn 
[image: image537.wmf]3

1

=

=

x

y

  

c) x2yy’ = x2 – 5, (x ≠ 0), thỏa mãn 
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Baøi 4 : PHÖÔNG TRÌNH VI PHAÂN CAÁP HAI

I : Ñaïi cöông veà phöông trình vi phaân caáp hai 
· Phöông trình vi phaân caáp hai laø phöông trình coù daïng F(x,y,y’,y’’)= 0. Neáu giaûi ñöôïc phöông trình aáy ñoái vôùi y’’, noù coù daïng y’’=f(x,y,y’)

· Ñònh lyù : (söï toàn taïi vaø duy nhaát nghieäm ).Cho phöông trình 

(1.1)  y’’= f(x,y,y’)

Neáu  f(x,y,y’) ,
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 lieân tuïc trong moät mieàn  D naøo ñoù trong R3 vaø neáu (x0,y0,z0) laø moät ñieåm thuoäc D thì trong moät laân caän naøo ñoù cuûa ñieåm x= x0 toàn taïi moät nghieäm duy nhaát y=x) cuûa phöông trình (1.1) thoaû maõn caùc ñieàu kieän 
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· Ngöôøi ta goïi nghieäm toâng quaùt cuûa phöông trình (1.1) laø haøm soá, 
[image: image542.wmf])

,

,

(

2

1

c

c

x

y

j

=

 trong ñoù c1,c2 laø nhöõng haèng soá tuyø yù thoaû maõn caùc ñieàu kieän sau.

· Thoaû maõn phöông trình (1.1) 
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· Vôùi 
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ôû ñoù caùc ñieàu kieän cuûa ñònh lyù  toàn taïi vaø duiy nhaát nghieäm ñöôïc thoaû maõn , coù theå tìm ñöôïc caùc giaù trò xaùc ñònh c1= 
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Heä thöùc 
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 xaùc ñònh nghieäm toång quaùt cuûa phöông trình (1.1) döôùi daïng aån ñöôïc goïi laø tích phaân toång quaùt cuûa noù . Noù bieåu dieãn moät hoï ñöôøng  tích phaân phuï thuoäc hai tham soá .

Ngöôøi ta goïi nghieäm rieâng cuûa phöông trình (1.1) laø moät haøm soá y=
[image: image549.wmf](
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 maø ta ñöôïc baèng caùch cho c1, c2 trong nghieäm toång quaùt caùc giaù trò xaùc ñònh 
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 ñöôïc goïi laø tích phaân rieâng.
II : Phöông trình khuyeát 
1 . phöông trình khuyeát y,y’ : F(x,y’’)= 0 
Ñaët y’ = p ta ñöôïc F(x,p’)=0 neáu nghieäm toång quaùt  cuûa phöông trình caáp moät ñoái vôùi p ñoù laø p=f(x,c1) thì y= g(x,c1)+c2 trong ñoù g(x,c1) laø moät nguyeân haøm naøo ñoù cuûa f(x,c1).
Ví duï : Giaûi phöông trình x= y’’2+y’’+1 

Ñaët p= y’ ta ñöôïc x= p’2 +p’ +1,  phöông trình tham soá cuûa tích phaân  toåâng quaùt  cuûa noù laø ;(ví duï baøi 3 (2).(a) )

x= t2 + t + 1, p = 
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Phöông trình tham soá cuaû tích phaân toång quaùt cuaû phöông trình ñoù laø 
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2. phöông trình khuyeát y: F( x,y’,y’’) = 0

Ñaët p=y’, ta ñöôïc F(x,p,p’)=0,  ñoù laø phöông trình caáp moät ñoái vôùi p

Ví duï : Tìm nghieäm rieâng cuûa phöông trình (1-x2)y’’-xy’=2 thoaû maõn caùc ñieàu kieän 
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đÑaët y’= p ta coù: (1 – x2 ).p
[image: image556.wmf]'

 – xp = 2

Ñoù laø phöông trình caáp moät tuyeán tính ñoái vôùi p.  Phöông trình thuaàn nhaát töông öùng laø                               (1-x2)
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Cho bieán thieân haèng soá k theá vaøo phöông trình khoâng thuaàn nhaát ta ñöôïc  k’=
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k=2arc sin x+c1 (c1 laø haèng soá tuyø yù ) 

Do ñoù 
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Vaäy : 
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 . Vaäy nghieäm rieâng cuûa phöông trình laø    y = (arc sinx)2
Chuù yù : (arcsinx)’=
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3. Phöông trình khuyeát x : F( y,y’,y’’)=0

Ñaët y’=p ta coù 
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 do ñoù ta xem p laø haøm soá chöa bieát cuûa y, phöông trình trôû thaønh 
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Ví duï : Giaûi phöông trình 2yy’’= y’2+1 

Ñaët y’=p, y’’= p
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 ñoù laø phöông trình caáp moät ñoái vôùi p, coù bieán soá phaân ly, laáy tích phaân hai veá ta ñöôïc 
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Töø ñoù ta coù dx =
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.Vaäy nghieäm toång quaùt cuûa phöông trình laø 
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Ñaët 2c1c2 = -a, 2c1 =p nghieäm toång quaùt cuûa phöông trình laø  2p(y-
[image: image576.wmf]p
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) = (x-a)2 ñaây laø moät hoï parabol phuï thuoäc hai tham soá p, a.
III : Phöông trình tuyeán tính coù heä soá khoâng ñoåi 
1. Phöông trình thuaàn nhaát 
Cho p phöông trình (3.1)   y’’+py’+qy= 0 trong ñoù p, q laø haèng soá. Muoán tìm nghieäm toång quaùt cuûa noù ta chæ caàn tìm hai nghieäm rieâng ñoäc laäp tuyeán tính. Ta seõ tìm nghieäm rieâng cuûa noù döôùi daïng y= ekx .Trong ñoù k laø moät haèng soá naøo ñoù maø ta seõ tìm. Ta coù y’=kekx, y’’= k2ekx theá vaøo phöông trình (3.1) ta ñöôïc :  ekx(k2+pk+q)=0, vì ekx 
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 ta coù k2+pk+q = 0 (3.2)

Vaäy neáu k thoaû maõn phöông trình (3.2) thì y= ekx laø moät nghieäm cuûa (3.1) phöông trình (3.2) ñöôïc goïi laø phöông trình ñaëc tröng cuûa phöông trình vi phaân (3.1) coù theå xaûy ra ba tröôøng hôïp sau ñoái vôùi k1,k2 (laø hai nghieäm cuûa (3.2))

· Hai soá k1, k2 thöïc vaø khaùc nhau. Khi aáy phöông trình (3.1) coù hai nghieäm y1= 
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Hai nghieäm aáy ñoäc laäp tuyeán tính vì 
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khaùc haèng soá. Do ñoù nghieäm toång quaùt cuûa (3.1) laø y= c1
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Ví duï : Tìm nghieäm cuûa phöông trình y’’+y’-2y= 0

Thoaû maõn caùc ñieàu kieän y
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phöông trình ñaëc tröng laø k2+k-2 
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k1=1, k2= -2

Vaäy nghieäm toång quaùt cuûa phöông trình ñaõ cho laø y= c1ex + c2e-2x 

Do ñoù y’= c1ex-2c2e-2x . Töø caùc ñieàu kieän ban ñaàu ta coù 
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Vaäy nghieäm rieâng phaûi tìm laø 
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°k1 vaø k2 laø hai soá thöïc truøng nhau k1 = k2 . Ta ñaõ coù moät nghieäm rieâng cuûa phöông trình (3.1) laø y1=
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 ta seõ tìm moät nghieäm rieâng y2 ñoäc laäp tuyeán tính vôùi y1 döôùi daïng y2= y1 ,  

 U(x)= U(x)
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ta coù y2’= u’
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  y//2 = u’’
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theá vaøo (3.1) ta ñöôïc 
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[u’’+ (2k1 + p)u’ + (k12 + pk1 + q)u] =0 vì k1laø nghieäm keùp cuûa phöông trình ñaëc tröng neân ta coù k12 + pk1 + q = 0,k1 = 
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Do ñoù ta ñöôïc 
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u’’= 0 hay u’’= 0, suy ra u = Ax + B . Trong ñoù A, B laø nhöõng haèng soá tuyø yù . Choïn A = 1, B = 0 ta ñöôïc u = x,  vaäy y2(x) = x
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. Nhö vaäy 2 nghieäm ñoäc laäp tuyeán tính cuûa (3.1) laø y1(x) = 
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. Vaäy nghieäm toång quaùt cuûa (3.1) laø                         y =
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Ví duï : Giaûi phöông trình y’’-6y’+9y = 0 phöông trình ñaëc tröng cuûa noù laø k2-6k+9 = 0 
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k1=k2=3 vaäy nghieäm toång quaùt cuûa noù laø y= e3x(c1x+c2)

· k1, k2  laø hai soá phöùc lieân hôïp : k1=
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Hai nghieäm rieâng cuûa phöông trình (3.1)laø :
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Duøng coâng thöùc Euler : 
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Ta ñöôïc : 
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Neáu 
[image: image606.wmf]2
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 laø hai nghieäm cuûa phöông trình (3.1) thì 
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   cuõng laø nghieäm cuûa phöông trình aáy . Hai nghieäm aáy ñoäc laäp tuyeán tính vì 
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 khaùc haèng soá. Vaäy nghieäm toång quaùt cuûa (3.1) laø y=
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Ví duï : Giaûi phöông trình y’’-2y’+5y = 0 .
Phöông trình ñaëc tröng laø k2-2k+5 = 0 
[image: image611.wmf]Þ

 k1=1+2i , k2=1-2i. Vaäy nghieäm toång quaùt cuûa phöông trình laø : y=ex(c1cos2x + c2sin2x) 

Chuù yù : Ñoái vôùi phöông trình tuyeán tính thuaàn nhaát coù heä soá khoâng ñoåi caáp cao hôn hai phöông phaùp cuõng töông tuï nhö ñoái vôùi phöông trình caáp hai .
Ví duï : Giaûi phöông trình y’’’-4y’= 0.
Phöông trình ñaëc tröng cuûa noù laø k3-4k = 0( k=0 ;k=2 ;k=-2 .Do ñoù nghieäm toång quaùt cuûa phöông trình laø y = c1+c2e2x+c3e-2x .
Ví duï : Giaûi phöông trình y(4)+2y’’+y = 0 phöông trình ñaëc tröng laø k4+2k2+1 = 0 
[image: image612.wmf]Û

(k2+1)2 = 0 ta coù nghieäm keùp k = i vaø k = -i. Do ñoù nghieämtoång quaùt cuûa phöông trình laø : y=(c1+c2x)cosx+(c3+c4x)sinx .
2. Phöông trình khoâng thuaàn nhaát 
Cho phöông trình (3.3) y’’+py’+qy = f(x) trong ñoù p, q laø nhöõng haèng soá. ÔÛ treân ta ñaõ tìm ñöôïc nghieäm toång quaùt cuûa phöông trình thuaàn nhaát töông öùng (3.1). Vaäy chæ vieäc aùp duïng phöông phaùp bieán thieân haèng soá ñeå tìm nghieäm toång quaùt cuûa phöông trình khoâng tuaàn nhaát (3.3). Nhöng ñoái vôùi moät soá daïng ñaëc bieät cuûa veá phaûi f(x) coù theå tìm ñöôïc moät nghieäm rieâng cuûa phöông trình (3.3) maø khoâng caàn moät pheùp tích phaân naøo . Chæ caàn coäng nghieäm rieâng aáy vaøo nghieäm toång quaùt cuûa phöông trình thuaàn nhaát töông öùng (3.1) ta seõ ñöôïc nghieäm toång quaùt cuûa (3.3) 

Ta seõ tìm nghieäm rieâng cuûa (3.3) trong hai tröôøng hôïp sau . 

· Tröôøng hôïp 1 :  f(x) =  
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.pn(x),trong ñoù pn(x) laø moät ña thöùc baäc n,
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laø haèng soá .

+ Neáu 
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khoâng phaûi laø nghieäm cuûa phöông trình ñaëc tröng cuûa (3.1) ta tìm nghieäm rieâng cuûa (3.3) coù daïng  Y=
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Qn(x).  Qn(x) laø moät ña thöùc baäc n, (n+1) heä soá cuûa noù  seõ ñöôïc xaùc ñònh nhö sau :Ta coù Y’=
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Theá vaøo (3.3) ta ñöôïc :
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      (3.4)

Vì 
[image: image622.wmf]a

 khoâng laø nghieäm cuûa phöông trình ñaëc tröng cuûa (3.1) neân 
[image: image623.wmf]a

2+ p
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 + q
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0, do ñoù veá traùi cuûa (3.4) cuõng laø ña thöùc baäc n cuøng baäc vôùi ña thöùc beá phaûi .

Baèng caùch ñoàng nhaát heä soá cuûa caùc soá haïng cuøng baäc ôû hai veá ñaúng thöùc (3.4) ta ñöôïc n+1 phöông trình baäc nhaát cuûa (n+1) aån laø caùc heä soá cuûa Qn(x), phöông phaùp tìm caùc heä soá cuûa Qn(x) neâu treân ñöôïc goïi laø phöông phaùp heä soá baát ñònh . 

+ Neáu 
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laø nghieäm ñôn cuûa phöông trình ñaëc tröng thì 
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+ q = 0 (2
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+p) 
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0 . Khi ñoù veá traùi cuûa (3.4) laø moät ña thöùc baäc (n- 1) ta naâng baäc noù leân moät ñôn vò maø khoâng taêng soá caùc heä soá cuûa noù , muoán vaäy chæ vieäc thay Qn(x) bôûi xQn(x) . Do ñoù trong tröôøng hôïp naøy ta seõ coù moät nghieäm rieâng cuûa (3.3) coù daïng Y= 
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+ Neáu 
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 laø nghieäm keùp cuûa phöông trình ñaëc tröng thì 
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. Veá traùi cuûa (3.4) laø ña thöùc baäc n -2. Laäp luaän töông töï nhö treân ta thaáy phaûi tìm moät nghieäm cuûa (3.3) coù daïng : Y= 
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Ví duï : Giaûi phöông trình y’’+3y’-4y = x phöông trình ñaëc tröng r2+3r-4 = 0 . Ta coù hai nghieäm ñôn r = 1 ; r = -4 . Vaäy nghieäm toång quaùt cuûa phöông trình thuaàn nhaát töông öùng laø  y = c1e-x +
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.Veá phaûi cuûa phöông trình coù daïng 
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p1(x) trong ñoù 
[image: image638.wmf]a

=0 , p1(x)=x


[image: image639.wmf]a

= 0 khoâng laø nghieäm cuûa phöông trình ñaëc tröng vaäy ta tìm nghieäm rieâng cuûa phöông trình ñaõ cho coù daïng Y = Ax+B

Theá vaøo phöông trình treân ta ñöôïc -4Ax+3A-4B = x
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Vaäy nghieäm toång quaùt laø y = c1ex+c2e-4x -
[image: image641.wmf]4

x

-
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Ví duï : Tìm nghieäm toång quaùt cuûa phöông trình y’’– y’ = ex(x+1), phöông trình ñaëc tröng r2-r = 0 ( r = 0 , r =1 .Vaäy nghieäm toång quaùt cuûa phöông trình thuaàn nhaát töông öùng y= c1+c2ex. Veá phaûi cuûa phöông trình ñaõ cho coù daïng
[image: image643.wmf]x

e

a

p1(x) vôùi 
[image: image644.wmf]a

=1 laø moät nghieäm ñôn cuûa phöông trình ñaëc tröng vaäyta tìm moät nghieäm rieâng cuûa phöông trình ñaõ cho coù daïng  Y= xex(Ax+B)=ex(Ax2+Bx)

Tacoù :  Y’= ex(Ax2+Bx)+ex(2Ax+B).
            Y’’= ex(Ax2+Bx)+2ex(2Ax+B)+ex2A.
Theá vaøo phöông trình ñaõ cho ta ñöôïc : ex(2Ax+B+2A) = ex(x+1) 

Ñöôïc 
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 nghieäm toång quaùt phaûi tìm laø y= c1+c2ex+
[image: image646.wmf]2
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x2ex
Ví duï :  Giaûi phöông trình y’’- 6y’+9y = xe3x phöông trình ñaëc tröng coù nghieäm keùp laø r = 3 nghieäm toång quaùt cuûa cuûa phöông trình thuaàn  nhaát töông öùng laø y = (c1x+c2)e3x. Ta tìm moät nghieäm rieâng cuûa phöông trình ñaõ cho coù daïng Y = x2e3x(Ax+B) = e3x(Ax3+Bx2). 

[image: image647.wmf]Þ

 Y’= 3 . e3x (Ax3 + Bx2) + e3x (3Ax2 + 2Bx).
     Y// = 9 . e3x (Ax3 + Bx2) + 6e3x (3Ax2 + 2Bx) + e3x (6Ax + 2B) theá vaøo phöông trình ñaõ cho ta ñöôïc e3x (6Ax + 2B) = x . e3x  
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Nghieäm toång quaùt cuûa phöông trình ñaõ cho laø y = (c1x+c2)e3x+
[image: image650.wmf]x
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· Tröôøng hôïp 2 :   f(x)= pm(x) cos
[image: image651.wmf]x
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, trong ñoù Pm (x) ; Pn(x) laø nhöõng ña thöùc baäc m, n ;
[image: image652.wmf]b

laø haèng soá .
Ngöôøi ta chöùng minh ñöôïc raèng :

Neáu 
[image: image653.wmf]±

 i
[image: image654.wmf]b

 khoâng laø nghieäm cuûa phöông trình ñaëc tröng thì coù theå tìm moät nghieäm rieâng cuûa phöông trình (3.3) coù daïng Y=Ql (x).cos
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x+Rl(x)sin
[image: image656.wmf]b

x trong ñoù Ql(x), Rl(x) laø nhöõng ña thöùc baäc l = max(m,n)

Neáu 
[image: image657.wmf]±

 i
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 laø nghieäm cuûa phöông trình ñaëc tröng thì coù theå tìm nghieäm rieâng cuûa phöông trình (3.3) coù daïng Y= x[Ql(x)cos
[image: image659.wmf]b

x+Rl(x)sin
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x]

Ví duï :  Giaûi phöông trình y’’+y= xsinx phöông trình ñaëc tröng r2+1=0 coù nghieäm 
[image: image661.wmf]i

±

. Nghieäm toång quaùt cuûa phöông trình thuaàn nhaát töông öùng laø y=c1cosx+c2sinx . Veá phaûi cuûa phöông trình ñaõ cho coù daïng Rl(x)sin
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x trong ñoù Rl(x)=x, 
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=1, nhöng 
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 EMBED Equation.3  [image: image665.wmf]b

=
[image: image666.wmf]i

±

laø nghieäm cuûa phöông trình ñaëc tröng neân ta tìm moät nghieäm rieâng cuûa phöông trình ñaõ cho coù daïng       Y=x[(Ax+B)cosx+(A1x+B1)sinx].
Tính Y’, Y’’ rồi thế vaøo phöông trình ñaõ cho, ta ñöôïc:

                                    [4A1x + 2(A+B1)}cosx + [-4Ax + 2 (A1-B)]sinx = xsinx
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  vaäy Y=
[image: image668.wmf]4

x

(sinx-xcosx).
Vaäy nghieäm toång quaùt cuûa phöông trình ñaõ cho laø y=c1cosx+c2sinx+
[image: image669.wmf]4

x

(sinx-xcosx).
Ví duï : Giaûi phöông trình y’’-y’=2cos2x, phöông trình ñaëc tröng r2-r=0
[image: image670.wmf]Û

r=0 ;r=1. Nghieäm cuûa phöông trình thuaàn nhaát töông öùng laø y= c1+c2ex.Veá phaûi cuûa phöông trình ñaõ cho laø f(x) = 2cos 2x = 1+cos2x . Theo nguyeân lyù choàng nghieäm ta tìm moät nghieäm rieâng cuûa phöông trình ñaõ cho döôùi daïng toång Y1+Y2,Y1 laø nghieäm rieâng cuûa phöông trình vôùi veá phaûi f1(x)=1. Y2 laø nghieäm rieâng cuûa phöông trình vôùi veá phaûi f1(x) = 1. Y2 laø nghieäm rieâng cuûa phöông trình vôùi veá phaûi f2(x) = cos2x. Vì f1(x)=1=
[image: image671.wmf]x
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  vôùi 
[image: image672.wmf]a

=0 laø nghieäm cuûa phöông trình ñaëc tröng neân Y1 coù daïng Ax. Theá vaøo phöông trình ta ñöôïc :
A= -1 vaäy Y1= -x .  Vì f2(x) = cos2x , maø 
[image: image673.wmf]±

2i khoâng laø nghieäm cuûa phöông trình ñaëc tröng neân Y2=B cos2x + C sin2x . Theá vaøo phöông trình ta ñöôïc B=
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 sin 2x . Vaäy nghieäm toång quaùt phaûi tìm laø 

y= c1+c2ex-x-
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Chuù yù : Neáu f(x) =
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[Pm(x)cos
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x+Pn(x)sin
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x] ta coù theå ñöa veà phöông trình vôùi veá phaûi coù daïng ñaõ xeùt ôû treân baèng caùch ñaët y=
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Ñoái vôùi phöông trình tuyeán tính khoâng thuaàn nhaát coù heä soá khoâng ñoåi, caáp cao hôn 2 cuõng coù theå tìm nghieäm rieâng töông töï nhö ñoái vôùi phöông trình caáp hai.


IV: phöông trình Euler
Ñoù laø phöông trình tuyeán tính coù heä soá bieán thieân daïng (4.1)  x2y”+axy’+by = 0 trong ñoù a, b laø nhöõng haèng soá . Thöïc hieän pheùp ñoåi bieán soá 
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= et 
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t = ln
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Ta coù: y’=
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Theá vaøo (4.1) ta coù 
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 Ñoù laø phöông trình tuyeán tính coù heä soá khoâng ñoåi. 

Ví duï :  Giaûi phöông trình x2y”+2xy’-6y = 0

Ñoåi bieán soá : x = et ta seõ coù phöông trình 
[image: image687.wmf]0
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 phöông trình ñaëc tröng cuûa phöông trình naøy laø r2 + r – 6 = 0 
[image: image688.wmf]Û

 r = 2 ; r = -3; vaäy y = c1e2t + c2e-3t . Vaäy nghieäm toång quaùt cuûa phöông trình ñaõ cho laø y= c1x2+
[image: image689.wmf]3
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BAØI TAÄP

Baøi 1 :Tìm nghieäm toång quaùt cuûa phöông trình vi phaân caáp hai y”=
[image: image690.wmf](
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Baøi 2: Tìm nghieäm rieâng cuûa phöông trình vi phaân caáp hai y”=
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 thoaû maõn ñieàu kieän 
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Baøi 3 : tìm nghieäm rieâng cuûa phöông trình vi phaân caáp hai yy”=(y’)2-(y’)3 thoaû maõn ñieàu kieän 
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Baøi 4:Tìm nghieäm toång quaùtcuûa phöông trình tuyeán tính caáp hai thuaàn nhaát y”- y’ = 0. 

Baøi 5: Tìm nghieäm rieâng cuûa phöông trình tuyeán tính caáp hai thuaàn nhaát y” + 9y = 0 thoaû maõn ñieàu kieän 
[image: image694.wmf]1
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Baøi 6 : Tìm nghieäm toång quaùt cuûa phöông trình caáp hai thuaàn nhaát y”- 4y’+ 4y = 0

Baøi 7 : Tìm nghieäm toång quaùt cuûa phöông trình tuyeán tính caáp hai y”- 5y’+6y = e3x(2x-1)

Baøi 8: Tìm nghieäm rieâng cuûa phöông trình tuyeán tính caáp hai y”- 2y’+ y = ex(x3-1) thoaû maõn ñieàu kieän 
[image: image695.wmf]2
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Baøi 9 : Tìm nghieäm toång quaùt cuûa phöông trình tuyeán tính caáp hai y”+ 3y’+2y = sin2x+2cos2x

Baøi 10 : Giaûi phöông trình x2y”-2y = 0
Baøi 11 : Tìm nghieäm toång quaùt cuûa caùc phöông trình sau :
a)  y’’- 9 y’ + 20y  = x2e4x
b) y’’ – y =2sin x – 4 cosx
c) y’’ + 5y’ + 4y = x2e2x
BAØI TAÄP CHÖÔNG II
Baøi 1 : Giaûi caùc phöông trình sau

1) ( x2 – yx2) y’ + y2 +xy2 = 0
2) x( 1 + y2 )2 dx + y ( 1+ x2)2dy = 0

3) x = y’ + (y’)3 

4) (y – x)dx + ( y + x)dy = 0

5) y’ + 2xy = x.
[image: image696.wmf]2
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6) (x + y + 1) dx + (x – y2 +3)dy = 0

7) y’’ – 7y’ + 6y = sinx
8) y’’ + 9y = 6e3x
9) y’’ – 3y’ = 2 - 6x
10) y’’ + 4y = 2sin2x
11) x2y’’- 4xy’ + 6y = 0

Baøi 2 : Tìm nghieäm rieâng cuûa phöông trình vi phaân thoûa maõn ñieàu kieän ban ñaàu :
1) ( 1+ e2x)y2 dy = exdx ; 
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2) Sinx.dy-ylnydx = 0 ; 
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3) 
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4) (x2 + 1)y’ = y2 + 4 ; 
[image: image701.wmf]2
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5) y’sinx.cosy + cosx. siny = 0 
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6) y’’ – 2y’ + (1+α2 )y = (1 +4α2)cosαx, ; 
[image: image703.wmf]1
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CHÖÔNG III : CHUOÃI SOÁ VAØ CHUOÃII HAØM
BAØI 1 : CHUOÃI SOÁ

I/ Ñaïi cöông veà chuoãi soá 

1. Ñònh nghóa : Cho daõy soá u1,u2,.........,un
Bieåu thöùc (u1+u2+.........+un + ...)  ñöôïc goïi laø chuoãi soá, kí hieäu laø 
[image: image705.wmf]å
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 . Caùc soá u1, u2,........., un  ... ñöôïc goïi laø caùc soá haïng cuûa chuoãi soá un , vôùi n toång quaùt ñöôïc goïi laø soá haïng toång quaùt.
Toång Sn= 
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= u1+u2+.....+un ñöôïc goïi laø toång rieâng thöù n cuûa chuoãi soá . Neáu Sn daàn tôùi giôùi haïn höõu haïn S khi n 
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 ta noùi raèng chuoãi soá 
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, ta noùi raèng chuoãi soá phaân kyø .

Ví duï : Xeùt chuoãi soá 
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. Ñoù laø moät caáp soá nhaân voâ haïn coâng boäi q vôùi 
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Neáu 
[image: image716.wmf]1

<

q

thì chuoãi hoäi tuï vaø coù toång S=
[image: image717.wmf]q

a

-

1

.
Neáu 
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 vaäy chuoãi phaân kyø. Neáu 
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2. Ñieàu kieän aét coù ( ñieàu kieän caàn ) cuûa chuoài hoäi tuï 
Ñònh lyù : Neáu chuoãi soá 
[image: image727.wmf]å
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hoäi tuï thì soá haïng toång quaùt un cuûa noù daàn tôùi 0 khi n 
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3. Tieâu chuaån cauchy 
Ñònh lyù : Ñieàu kieän aét coù vaø ñuû ñeå chuoãi soá 
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>0 cho tröôùc , tìm ñöôïc moât soá nguyeân döông n0 sao khi p > q 
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4.Vaøi tính chaát ñôn giaûn cuûa chuoãi hoäi tuï 
a) Neáu chuoãi soá 
[image: image734.wmf]å
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 hoäi tuï vaø coù toång S thì chuoãi soá
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[image: image736.wmf]a

laø moät haèng soá, cuøng hoäi tuï vaø coù toång 
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 b)Neáu caùc chuoãi soá 
[image: image738.wmf]å

¥

=

1

n

n

u

,    
[image: image739.wmf]å

¥

=

1

n

n

v

 cuøng hoäi tuï vaø coù toång theo thöù töï laø S, S’ thì chuoãi soá
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cuõøng hoäi tuï vaø coù toång laø S + S’
c) Tính hoäi tuï hay phaân kyø cuûa moät chuoãi soá khoâng thay ñoåi khi ta bôùt ñi moät soá höõu haïn soá haïng ñaàu tieân.
II : Chuoãi soá döông ( hay chuoãi soá coù soá haïng döông )
Giaûi söû 
[image: image741.wmf]å
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laø moät chuoãi soá döông.Vì Sn+1= Sn+un+1, un+1> 0 ta coù Sn+1>Sn.Vaäy
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laø moät daõy taêng. Do ñoù neáu daõy soá 
[image: image743.wmf]{

}

n

S

bò chaën treân thì toàn taïi 
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1. Caùc ñònh lyù so saùnh 
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Ñònh lyù 2.1.2: Cho hai chuoãi soá döông 
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2. Caùc quy taéc khaûo saùt tính hoäi tuï cuûa chuoãi soá 
· Quy taéc Ñ’Alembert : Cho chuoãi soá döông 
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· Quy taéc Caushy : Cho chuoãi soá döông 
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Ví duï : Xeùt chuoãi soá 
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III : Chuoãi coù soá haïng vôùi daáu baát kyø 

1. Hoäi tuï thuyeát ñoái, baùn hoäi tuï 
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Ñònh lyù 3.1.1 :Neáu chuoãi 
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Ví duï : Xeùt chuoãi
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Ñònh nghóa:  Chuoãi soá 
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Chuù yù: Neáu duøng tieâu chuaån D’Alembert hay Cauchy maø bieát ñöôïc chuoãi soá caùc giaù trò tuyeät ñoái phaân kyø thì suy ra chuoãi ñaõ cho phaân kyø.
2. Chuoãi ñan daáu 
Theo ñònh nghóa, ñoù laø chuoãi soá coù daïng 
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Ví duï : Xeùt chuoãi ñan daáu 
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3. Vaøi tính chaát cuûa chuoãi hoäi tuï tuyeát ñoái 
3.3.1 Tính chaát 1 : Neáu chuoãi soá 
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3.3.2 Tính chaát 2 : Neáu hai chuoãi soá 
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BAØI TAÄP
Baøi 1: Theo soá haïng toång quaùt ñaõ cho : un
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Baøi 2 : Tìm toång cuûa chuoãi soá sau 
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Baøi 3 : Xeùt söï hoäi tuï cuûa chuoãi soá döông
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Baøi 4 : Duøng tieâu chuaån so saùnh, xeùt söï hoäi tuï cuûa nhöõng chuoãi soá döông sau:
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Baøi 5 : Duøng tieâu chuaån D’Alembert, xeùt söï hoäi tuï cuûa nhöõng soá döông sau :
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Baøi 6 : Duøng tieâu chuaån (quy taéc)  Caushy, xeùt söï hoäi tuï cuûa nhöõng chuoãi soá döông sau :
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[image: image823.wmf].........

)

1

(

ln

1

.......

3

ln

1

2

ln

1

n

2

+

+

+

+

+

n


b) 2+`
Baøi 7 : Xeùt söï hoäi tuï tuyeát ñoái cuûa caùc chuoãi soá coù daáu baát kyø sau :
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Baøi 8 : Xeùt söï hoäi tuï tuyeät ñoái cuûa chuoãi ñan daáu sau : 
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Baøi 9: Chöùng minh caùc chuoãi soá sau hoäi tuï:
a)
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BAØI 2 : CHUOÃI HAØM SOÁ
1.  DAÕY HAØM SOÁ 
1.1.  Caùc ñònh nghóa 

· Ñònh nghóa 1 :  Giaû söû 
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· Ñònh nghóa 2 : Daõy haøm soá 
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1.2.  Tieâu chuaån Cauchy veà söï hoäi tuï ñeàu 
· Ñònh lyù : Daõy caùc haøm soá xaùc ñònh treân taäp hôïp X, 
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1.3.   Caùc tính chaát cuûa daõy haøm soá hoäi tuï ñeàu 
· Ñònh lyù 1.3.1 : Giaû söû  
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· Ñònh lyù 1.3.2 : Giaû söû caùc haøm soá fn lieân tuïc treân [a , b] , daõy haøm soá 
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· Ñònh lyù 1.3.3 : Giaû söû caùc haøm soá fn coù ñaïo haøm lieân tuïc treân [a, b], daõy haøm soá 
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2. CHUOÃI HAØM SOÂ 
2.1. Hoäi tuï vaø hoäi tuï ñeàu 
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· Ñònh nghóa 1 : Chuoãi haøm soá (**) ñöôïc goïi laø hoäi tuï taïi ñieåm xo 
[image: image861.wmf]X

Î

, neáu daõy haøm soá {Sn} hoäi tuï taïi ñieåm xo ñöôïc goïi laø hoäi tuï treân taäp hôïp X neáu noù hoäi tuï taïi moïi ñieåm cuûa X. Giôùi haïn S cuûa daõy 
[image: image862.wmf]{

}

n

S

 ñöôïc goïi laø toång cuûa chuoãi haøm soá.

Ví duï 1: Chuoãi haøm soá 1 + x + x2 +. . . . +xn +. . . .  laø moät caáp soá nhaân voâ haïn coù coâng boäi x, noù hoäi tuï neáu 
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Ví duï 2 : Xeùt chuoãi haøm soá 
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Ví duï 3 :  Chuoãi haøm soá 
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Ví duï 4 : Xeùt chuoãi haøm soá 
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Vaäy chuoãi haøm soá ñang xeùt hoäi tuï tuyeät ñoái 
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Ví duï : Xeùt chuoãi haøm soá
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2.2. Tieâu chuaån hoäi tuï ñeàu cuûa chuoãi haøm soá 
· Tieâu chuaån Cauchy : Chuoãi haøm soá 
[image: image895.wmf]å

¥

=

1

)

(

n

n

x

u

 hoäi tuï ñeàu treân taäp X khi vaø chæ khi vôùi moïi soá 
[image: image896.wmf]0

>

e

, tìm ñöôïc soá nguyeân no sao cho khi p > q > no 

Ta coù :      
[image: image897.wmf]e

<

-

)

(

)

(

x

S

x

S

q

p




[image: image898.wmf]X

x

Î

"


· Tieâu chuaån Weiestrass :  Cho chuoãi haøm soá 
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Ví duï 1 : Chuoãi haøm soá 
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Ví duï 2 : Chuoãi haøm soá 
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2.3. Tính chaát cuûa chuoãi haøm soá hoäi tuï ñeàu 
· Ñònh lyù 1 : Cho chuoãi haøm soá 
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· Ñònh lyù 2 : Cho chuoãi haøm soá 
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· Ñònh lyù 3 : Chuoãi haøm soá 
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Ví duï: Xeùt chuoãi haøm soá  
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3. CHUOÃI LUYÕ THÖØA 
3.1 .Chuoãi luyõ thöøa, baùn kính hoäi tuï 
Ta goïi chuoãi luyõ thöøa  laø chuoãi haøm soá coù daïng :
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· Ñònh lyù : (Abel). Neáu chuoãi luyõ thöøa 
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· Heä quaû : Neáu chuoãi luyõ thöøa 
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3.2. Quy taéc tìm baùn kính hoäi tuï cuûa chuoãi luyõ thöøa (khoaûng hoäi tuï)

· Ñònh lyù : Neáu 
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Ví duï 1 : Xeùt chuoãi luyõ thöøa 
[image: image945.wmf]...

...

...

3

2

3

2

+

+

+

+

+

+

n

x

x

x

x

n


Ta coù : 
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Taïi  x = 1, ta coù chuoãi  
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Ví duï 2 : Xeùt chuoãi luyõ thöøa 
[image: image950.wmf]...

!

...

!

3

!

2

1

3

2

+

+

+

+

+

n

x

x

x

x

n


Ta coù : 
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Ví duï 3 : Xeùt chuoãi luyõ thöøa 
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Ta coù : 
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Khi x = 1, ta coù chuoãi soá 
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Vaäy chuoãi phaân kyø. Khi x = -1, ta coù chuoãi soá 
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Toùm laïi chuoãi haøm soá ñaõ cho coù taäp hoäi tuï laø (-1 , 1 )

3.3. Tính chaát cuûa chuoãi luyõ thöøa 
· Tính chaát 1 : Chuoãi luõy thöøa 
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· Tính chaát 2 : Toång cuûa chuoãi luyõ thöøa 
[image: image963.wmf]å

¥

=

0

n

n

n

x

a

 laø moät soá lieân tuïc treân khoaûng hoäi tuï cuûa noù.

· Tính chaát 3 : Coù theå laáy tích phaân töøng soá haïng chuoãi luyõ thöøa 
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Ñaëc bieät ta coù : 
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Chuoãi naøy cuõng coù khoaûng hoäi tuï laø (-R, R)

· Tính chaát 4 : Coù theå laáy ñaïo haøm töøng soá haïng chuoãi luyõ thöøa 
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Chuoãi naøy cuõng laø chuoãi luyõ thöøa coù khoaûng hoäi tuï laø (-R, R)

Laïi aùp duïng tính chaát 4 vaøo chuoãi luyõ thöøa naøy, ta coù :
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AÙp duïng tieáp tuïc tính chaát 4, ta thaáy raèng coù theå laáy ñaïo haøm töøng soá haïng moïi chuoãi luõy thöøa voâ soá laàn trong khoaûng hoäi tuï cuûa noù.
3.4. Khai trieån moät soá haøm soá thaønh chuoãi luyõ thöøa 
Haøm f(x) coù ñaïo haøm moïi caáp trong laân caän naøo ñoù cuûa ñieåm x0 



f(x) = f(xo) + 
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Chuoãi  luyõ thöøa ñoù ñöôïc goïi laø chuoãi Taylor cuûa haøm soá f(x) ôû laân caän ñieåm xo.  Neáu xo = 0, ta coù :



f(x) = f(0) + 
[image: image972.wmf]...

)

(

!

)

0

(

...

)

(

!

2

)

0

(

)

(

!

1

)

0

(

)

(

2

'

'

'

+

+

+

+

-

n

n

o

x

n

f

x

f

x

x

f

  (Chuoãi Maclaurin).

· Ñònh lyù 1 : Giaû söû trong laân caän cuûa ñieåm xo, haøm soá coù ñaïo haøm moäi caáp.
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 laø ñieåm naøo ñoù giöõa xo vaø x thì coù theå khai trieån haøm soá f(x) thaønh chuoãi Taylor trong laân caän aáy .

· Ñònh lyù 2 : Neáu trong moät laân caän naøo ñoù cuûa ñieåm xo, haøm soá f(x) coù ñaïo haøm moïi caáp, trò soá tuyeät ñoái cuûa moïi ñaïo haøm ñeàu bò chaën bôûi cuøng moät soá trong laân caän aáy, thì coù theå khai trieån f(x) thaønh chuoãi Taylor trong ñoù .

3.5. Khai trieån moät haøm sô caáp thaønh chuoãi luyõ thöøa 
· 
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· (-1 < x < 1)
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3.6. Coâng thöùc Euler 
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3.7. ÖÙng duïng cuûa chuoãi luyõ thöøa ñeå tính gaàn ñuùng 
· Tính xaáp xæ giaù trò cuûa haøm soá taïi moät ñieåm 


Giaû söû giaù trò cuûa haøm soá f(x) taïi moät ñieåm trong moät laân caän naøo ñoù cuûa xo vaø giaû söû trong laân caän aáy :




(3.7.1)  f(x) = f(xo) + 
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Neáu ta tính xaáp xæ f(x) bôûi toång cuûa (n+1) soá haïng ñaàu cuûa chuoái (3.7.1) thì sai soá phaïm phaûi laø :
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naèm giöõa xo vaø x. Coâng thöùc ñoù cho ta caùch xaùc ñònh n ñeå pheùp tính xaáp xæ treân ñaït ñoä chính xaùc yeâu caàu .

· Tính xaáp xæ tích phaân 


Neáu f(x) coù theå khai trieån thaønh chuoãi luyõ thöøa treân moät khoaûng naøo ñoù thì 
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Ví duï :
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      Vì ta coù : 
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     Veá phaûi laø chuoãi ñan daáu thoûa maõn ñònh lyù Leibiz. Neáu ta giöõ 3 soá haïng ñaàu ñeå tính xaáp xæ thì sai soá phaïm phaûi beù thua trò tuyeät ñoái cuûa soá haïng thöù tö .
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4. CHUOÃI FOURIER (ÑOÏC THEÂM)
4.1 Chuoãi löôïng giaùc 
Ngöôøi ta goïi chuoãi löôïng giaùc laø chuoãi haøm soá coù daïng :
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, lieân tuïc vaø khaû vi moïi caáp. Neáu chuoãi (*) hoäi tuï thì toång cuûa noù laø moät haøm tuaàn hoaøn chu kyø 
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Neáu {an}, {bn} laø nhöõng daõy soá sao cho caùc chuoãi soá  
[image: image1001.wmf]å

å

¥

=

¥

=

1

1

,

n

n

n

n

b

a

  hoäi tuï  thì (*) hoäi tuï tuyeät ñoái vaø ñeàu treân R.

4.2. Chuoãi Fourier
Boå ñeà :  
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Chuoãi Fourier cuûa haøm soá tuaàn hoaøn chu kyø 
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4.3. Ñieàu kieän ñuû ñeå haøm soá khai trieån ñöôïc thaønh chuoãi Fourier

Haøm soá f : [a,b]  
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R ñöôïc goïi laø lieân tuïc töøng khuùc neáu chia [a, b] bôûi soá höõu haïn ñieåm 

a = xo  < x1 < x2 <…< xn = b  sao cho treân moãi khoaûng (xi-1; xi) haøm f lieân tuïc, coù giôùi haïn phaûi höõu haïn taïi xi vaø giôùi haïn traùi taïi xi.
· Boå ñeà : f : [a,b]  
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 R  laø moät haøm lieân tuïc töøng khuùc thì :
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· Heä quaû :  f : R 
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 R laø moät haøm tuaàn hoaøn chu kyø 
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, lieân tuïc töøng khuùc treân moãi ñoaïn bò chaën [a,b], an, bn laø caùc heä soá Fourier cuûa noù thì : 
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· Boå ñeà : f : R 
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 R  laø haøm tuaàn hoaøn chu kyø 
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, lieân tuïc töøng khuùc treân moãi ñoaïn bò chaën , Sn  laø toång rieâng thöù n cuûa chuoãi Fourier  thì :





[image: image1023.wmf]ò

-

+

+

=

p

p

p

du

u

u

n

u

x

f

x

S

n

2

sin

)

2

1

sin(

)

(

2

1

)

(


· Heä quaû: Ta coù 
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· Ñònh lyù 1 : f : R 
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 R  laø haøm tuaàn hoaøn chu kyø 
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 , khaû vi thì chuoãi Fourier cuûa noù hoäi tuï  vaø coù toång baèng f(x) , 
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· Ñònh lyù 2 : Giaû söû f : R 
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 R   laø moät haøm tuaàn hoaøn chu kyø 
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 thoaû maõn moät trong 2 ñieàu kieän sau treân 
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· Hoaëc f lieân tuïc töøng khuùc vaø coù ñaïo haøm f lieân tuïc töøng khuùc

· Hoaëc f ñôn ñieäu töøng khuùc vaø bò chaën 


Khi ñoù chuoãi Fourier cuûa f hoäi tuï taïi moïi ñieåm. Toång S(x) cuûa noù baèng f(x) taïi nhöõng ñieåm lieân tuïc cuûa f. Taïi ñieåm gaàn ñoaïn C cuûa f ta coù :
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4.4. Khai trieån moät haøm soá baát kyø thaønh chuoãi Fourier 

f(x) thoaû maõn ñònh lyù 2 treân [a, b], ta xaây döïng haøm tuaàn hoaøn g(x) coù chu kyø lôùn hôn hay baèng (b - a) sao cho g(x) = f(x), 
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Neáu g(x) coù theå khai trieån ñöôïc thaønh chuoãi Fourier  thì toång cuûa chuoãi ñoù baèng f(x) taïi moïi ñieåm cuûa [a,b] tröø taïi nhöõng ñieåm gaàn ñoaïn cuûa f(x), coù nhieàu caùch xaây döïng haøm soá g(x) nhö vaäy . Vôùi moãi g(x) coù moät chuoãi Fourier töông öùng, do ñoù coù nhieàu chuoãi Fourier bieåu dieãn f(x).

4.5. Ñaúng thöùc Parseval :  f : R ( R  laø haøm tuaàn hoaøn chu kyø 
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4.6. Daïng phöùc cuûa chuoái Fourier : 
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BAØI TAÄP

Baøi 1 : Khaûo saùt söï hoäi tuï cuûa hai daõy soá  {f(x)}, {g(x)}  xaùc ñònh bôûi 
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a. Treân ñoaïn [0;1]

b. Treân khoaûng [1;
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Baøi 2 
1. a/ Chöùng minh raèng chuoãi haøm soá  
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b/ Chöùng minh raèng chuoãi haøm soá 
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2. Chöùng minh raèng chuoãi haøm soá vôùi soá haïng toång quaùt  
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 hoäi tuï ñeàu treân moïi ñoaïn [a,b], nhöng khoâng hoäi tuï tuyeät ñoái.

Baøi 3 : Cho chuoãi haøm soá 
[image: image1048.wmf]å

¥

=

-

1

n

nx

ne

. Chöùng minh raèng chuoãi haøm soá ñoù hoäi tuï ñeàu treân khoaûng [a,+
[image: image1049.wmf]¥

], vôùi a > 0 , nhöng khoâng hoäi tuï ñeàu treân khoaûng [0, 
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Baøi 4 : Tìm mieàn hoäi tuï vaø xeùt söï hoäi tuï taïi caùc ñaàu nuùt cuûa nhöõng chuoãi haøm luyõ thöøa sau :
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Baøi 5 : Tìm mieàn hoäi tuï cuûa caùc chuoãi luyõ thöøa coù soá haïng toång quaùt:
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BAØI TAÄP CHÖÔNG III 
Baøi 1: Xeùt söï hoäi tuï cuûa nhöõng chuoãi soá sau:
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